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Q La théorie de Dwork illustre une évolution importante en
théorie des nombres.

Q Cette théorie porte sur 'analyse p-adique appliqué a la
géometrie algébrique.

Q Soit (E) une équation sur un corps Fy. On veut savoir
combien de solutions elle possede dans toute extension Fn
pour tout n > 1. On pose NV, le nombre de solutions de (E)
dans Fyn.

André Weil a défini une fonction génératrice pour
rassembler tous ces nombres
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André Weil a conjecturé que cette fonction est une fonction
rationnelle.

En 1959, Dwork a donner une réponse positive a cette
question.

Dans un anneau associé a la théorie de Dwork, on définit
un opérateur qui "remonte” l'action du Frobenius
(relevement du Frobenius) de la caractéristique p vers la
caractéristique 0 (les nombres p-adiques).

La structure de cet anneau permet de décrire comment la
cohomologie de ces variétés (des solutions de 1’équation
(E)) varie.
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N , . W ,
@ Les anneau associés a la théorie de Dwork dépand d’un
paramétre de déformation.

Q Ce paramétre est un fonction définie sur Ry a valeurs dans
R ou R’j_.




Généralité sur ’anneau
AX, YA J




Soient A un anneau commutatif unitaire, A : Ry — Ry une
fonction croissante non nulle, X = {Xy,---, X,,} et

Y ={Y3,---,Y,;} deux ensembles finis d’indéterminées sur A.
Soit f € A[X,Y]. On note par degx(f) le degré du polynéme f
comme élément de 'anneau (A[Y])[X].

Tout élément f de A[X][[Y]] s’écrit de maniere unique sous la

forme
—+00
F=> "Ik
k=0

ou fi est un polynéme homogene en Y de degré k.
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On note par

+oo
AX, YN = {f =) _fr € AIX[[Y]], Fef > 0; degx(fi) <
er(AK) +1) Y > O}
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Propriétés

Q L’anneau A[X,Y; )\ est commutative et unitaire d’unité 1.

Q L’anneau A[X,Y; )\ est integre si et seulement A est
integre.

Q Pour tout ¢ > 0, A[X,Y; ] = A[X,Y; ).
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Remarque
@ Si A est bornée, alors A[X,Y; A\ = A[[Y]][X].
Q Si zir:l_oo)\(x) = 400, alors les inclusions
A[[Y))[X] € A[X,Y; \] € A[X][[Y]] sont stricts.
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Définition [D. Anderson, T. Demitrescu 2002]

Soient A un anneau et S une partie multiplicative* de A. On
rappelle que 'anneau A est dit S-noethérien si pour tout idéal I
de A, il existe s € S et un idéal de type finie F' de A tels que
sICFCI.

Q@ *:1€S, 0¢ S et pour tous a,b € S, ab € S.

Q S est dite anti-archimédienne si pour tout s € S,

(ﬁs”A)ﬂS;é@.

n=0
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Théoréme [A. Dabbabi, A. Benhissi 2023]

Soit S une partie multiplicative anti-archimédienne de A. On
suppose que A est S-noethérien et que A\ vérifie pour tout > 0
et y >0, A(z) + A(y) < A(z + y), alors 'anneau A[X,Y; A] est
S-noethérien si et seulement si la suite (%) k>1 est bornée.
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suppose que A est S-noethérien et que A\ vérifie pour tout > 0
et y >0, A(z) + A(y) < A(z + y), alors 'anneau A[X,Y; A] est

S-noethérien si et seulement si la suite (%) k>1 est bornée.

Exemple

| \

Soit S une partie multiplicative anti-archimédienne de A et
AMz)=e" x>0et 0<r<1. SiA est S-noethérien, il en est
de méme pour A[X,Y; ).
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(0.0)
Soient A = (Ag)r>0 une suite croissante d’anneaux, A = UAk

k=0
et A : Ry — R, une fonction croissante non nulle. On note par

AX Y0 ={f =D fr € A[X,Y; N, tel que fi, €

k=0
Ai[X, Y] pour tout k > 0}.
On remarque que A[X,Y’; \] est un sous-anneau de A[X,Y; \].
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Théoreme [A. Dabbabi, A. Benhissi 2023]

Soient A = (Aj)r>0 une suite croissante d’anneaux et
A: Ry — Ry une fonction croissante non nulle. On suppose
que pour tous z,y > 1, A(z) # 0, A(z) + AMy) < M(x +y). Les
assertions suivantes sont équivalentes :

Q L’anneau A[X,Y; A] est noethérien.

Q L’anneau Ag est noethérien, la suite A est stationnaire,

pour tout k > 1, le Ag-module Ay, est de type fini et la

suite (%)k21 est bornée.
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propriété SFT




Définition

La dimension de Krull est une modilisation de la dimension
géométrique d’une variété algébrique (la longueur de
l’emboitement de sous-variétés).

De plus, un point x d’une variété V est isolé si et seulement si
la dimension de Krull de I'anneau Oy, est 0, avec

Ova = AV, = {£ 1 £,9 € A(V),9(0) #0}.

A. Dabbabi 18 /25



Définition [Arnold 1973]

L’anneau A est dit SE'T si pour tout idéal I de A, il existe k > 1
et un idéal de type fini F de A tels que z* € F, pour tout = € I.

A. Dabbabi 19/25



Théoréme [A. Dabbabi, A. Benhissi 2024]
On suppose que A est un anneau noethérien de caractéristique

non nulle et que lim % = 400. Alors 'anneau A[X,Y; )|

k— 400
est SFT.
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To

0
Soit I un idéal de A vérifiant ﬂI " =(0). On considere

Papplication v : A — N U {—|—g£}, définie par

v(xz) = sup{n € N; x € I"} pour tout x € A. Pour z,y € A, on
pose d(z,y) = e @Y ayec la convention e~ = 0.
L’application d est une distance sur A. La topologie définie par
d sur A est appelée la topologie I—adique.
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L’application d est une distance sur A. La topologie définie par
d sur A est appelée la topologie I—adique.

Exemple

L’anneau A[[X]] est le complété de A[X] pour la topologie
X-adique.

A. Dabbabi 21 /25



Théoréme [Kang, Park 1999
Si A est un §OFT anneau de Priifer et I un idéal de A
satisfaisant ﬂ] " = (0). Alors le complété de A pour la

n:0
topologie [-adique est SFT.
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Exemple [J. Coykendall 2002]

FolQ4] = V =F2[Q4 ]y avec M = (", r > 0) =
Vi=F,+tV CV.
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Exemple [J. Coykendall 2002]

FolQ4] = V =F2[Q4 ]y avec M = (", r > 0) =
Vi=F,+tV CV.
L’anneau V; est SFT mais 'anneau V;[[X]] ne lest pas.

Proposition [M. H. Park 2019]

L’anneau V;[X]| est un SFT —anneau.
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Proposition [A. Dabbabi, A. Benhissi 2024]

On suppose que A est un anneau noethérien de caractéristique

non nulle et que i lim A()\k(;:)l) = +00. Alors 'anneau A[X,Y; A]
—+00
est SFT et admet des complétion noethériennes pour la

topologie X A[X,Y; A]-adique et Y A[X,Y; A]-adique.
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L’an

Q@ On suppose que A est un anneau noethérien de
caractéristique non nulle et \(z) = €™, x > 0 avec r > 0
et s > 1. Alors A[X,Y; A] est un SFT anneau qui admet
des complétions noethériennes pour la topologie X-adique
et la topologie Y-adique.

Q On suppose que A est un anneau noethérien de
caractéristique non nulle et
Az) =T(z+2) = [t e tdt, x > 0. Alors A[X,Y; )]
est un SFT anneau qui admet des complétions
noethériennes pour la topologie X-adique et la topologie
Y -adique.
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